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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

En mémoire à Jean-Louis Koszul 1921-2018 

Groupe Bourbaki 

Thèse avec Henri Cartan 
(Jean Leray                           

membre du Jury) 

Professeur à 
Strasbourg et à 

Grenoble 

Jean-Louis Koszul à GSI’13 aux Mines de Paris 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

En mémoire à Jean-Louis Koszul 1921-2018 

Jean-Louis Koszul au colloque  « Topologie différentielle », 

Strasbourg 1953 avec Chern, de Rham, Eckmann, 

Ehresmann, Godeaux, Hopf, Lichnerowicz, Malgrange, 

Milnor, Reeb, Schwartz, Süss, Thom, Libermann et Weil. 

[A] Barbaresco, F. Jean-Louis Koszul and the elementary structures of Information Geometry. In Geometric Structures of 
Information Geometry; Nielsen, F.; Ed.; Springer: Berlin, Germany, 2018 
[B] Barbaresco, F. Koszul Contemporaneous Lectures: Elementary Structures of Information Geometry and Geometric Heat 

Theory. In Introduction to Symplectic Geometry; Koszul, J.L., Ed.; Springer: Berlin, Germany, 2018. 
[C] Barbaresco, F. Jean-Louis Koszul et les Structures Elémentaires de la Géométrie de l’Information; Revue SMAI Matapli; 
SMAI Editor; Volume 116, pp.71-84, Novembre 2018 
[D] Barbaresco, F. Les densités de probabilité « distinguées » et l'équation d'Alexis Clairaut: regards croisés de Maurice 
Fréchet et de Jean-Louis Koszul, Conférence Histoire de la discipline, GRETSI'17 , Juan-Les-Pins, Septembre 2017 
 

Jean-Louis Koszul 
Avec Yann Ollivier 

GSI’13 

Jean-Louis Koszul 
Créateur du CIRM 

(photo anniversaire CIRM) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

TGSI’17 videos & slides 

http://forum.cs-dc.org/category/94/tgsi2017 

Special Issue "Topological and 

Geometrical Structure of 

Information”, Selected Papers from 

CIRM conferences 2017" 

http://www.mdpi.com/journal/entropy/speci

al_issues/topological_geometrical_info 

CIRM Seminar, August 2017 
TGSI’17 « Topological & Geometrical Structures of Information » 

Talk on Koszul-Souriau Characteristic Function: 

https://www.youtube.com/watch?v=VXxiMCn-tsE&feature=youtu.be 

https://www.youtube.com/watch?v=VXxiMCn-tsE&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=VXxiMCn-tsE&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=VXxiMCn-tsE&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=VXxiMCn-tsE&feature=youtu.be


5 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

FGSI’19 Cartan-Koszul-Souriau « Foundations of Geometric Structure 
of Information », 4-6 Février 2019, IMAG Montpellier 

▌ FGSI’19 Cartan-Koszul-Souriau 

Site web: https://fgsi2019.sciencesconf.org  

Workshop on the influence of the Triumvirate Elie Cartan (ENS, 1888), 

Jean-Louis Koszul (ENS, 1940) and Jean-Marie Souriau (ENS, 1942) 

on Foundation of Geometric Structure of Information.  

For the 50th birthday of Jean-Marie Souriau Book “Structure des 

systèmes dynamiques” published in 1969, and Jean-Louis Koszul 

Book Translation by Springer “Introduction to Symplectic Geometry 

Both Koszul and Souriau were influenced by Elie Cartan works on 

symmetric homogeneous spaces.  

- Jean-Louis Koszul has developed theory of hessian geometry 

introducing Koszul forms that are fundamental structures in 

Information Geometry.  

- Jean-Marie Souriau has developed in the framework of 

Geometrical Mechanics applied for Statistical Mechanics, a Lie 

Group Thermodynamics in Homogeneous Symplectic Manifold. 

Based on Souriau cocycle, this thermodynamics defines a 

generalized Fisher metric where the Gibbs Maximum Entropy is 

covariant with respect to dynamic groups of Physics. 

Elie Cartan started his carreer at Montpellier, where he was 

appointed in 1894 as lecturer in mathematics 

https://fgsi2019.sciencesconf.org/
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

SOURIAU 2019 

▌ SOURIAU 2019 

Site web: http://souriau2019.fr 

In 1969, the groundbreaking book of Jean-

Marie Souriau appeared “Structure des 

Systèmes Dynamiques”. We will celebrate, 
in 2019, the jubilee of its publication, with a 

conference in honour of the work of this 

great scientist. 

Topics: Symplectic Mechanics, Geometric 

Quantization, Relativity & General 

Covariance, Thermodynamics, 

Cosmology, Diffeology, Philosophy 

Panel on Thermodynamics (including “Lie 

Groups Thermodynamics, Souriau-Fisher 

Metric”) 

http://souriau2019.fr/
http://souriau2019.fr/
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

GSI’13 

Mines ParisTech 

GSI’15 

Ecole  Polytechnique 

Slides: 

https://www.see.asso.fr/gsi2013  

Videos: 

https://www.youtube.com/channel/UC5HHo1jb

QXusNQzU1iekaGA  

UNITWIN website (slides & videos): 

http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015  

Geometric Science 
of Information: GSI 

https://www.see.asso.fr/gsi2013
https://www.youtube.com/channel/UC5HHo1jbQXusNQzU1iekaGA
https://www.youtube.com/channel/UC5HHo1jbQXusNQzU1iekaGA
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
http://forum.cs-dc.org/category/90/gsi2015
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Videos: 

https://www.youtube.com/channel/UCnE9-

LbfFRqtaes49cN2DVg/videos  

Website: www.gsi2017.org 

GSI’17: Mines ParisTech 
150 attendees from 38 countries 

https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
https://www.youtube.com/channel/UCnE9-LbfFRqtaes49cN2DVg/videos
http://www.gsi2017/
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

GSI’19 Geometric Science of Information 
27-29 Aout 2019, Toulouse, ENAC 

▌ GSI’19 (4ème édition) 

Probability on Riemannian Manifolds  

Optimization on Manifold  

Shape Space  

Statistics on non-linear data  

Lie Group Machine Learning 

Harmonic Analysis on Lie Groups 

Statistical Manifold & Hessian Information 

Geometry  

Monotone Embedding in Information 

Geometry  

Non-parametric Information Geometry  

Computational Information Geometry  

Divergence Geometry  

Optimal Transport  

Geometric Deep Learning 

Geometry of Hamiltonian Monte Carlo 

Information Topology 

Geometric & (Poly)Symplectic Integrators 

Geometric structures in thermodynamics and 

statistical physics 

▌ Site: www.gsi2019.org  

Contact Geometry & Hamiltonian 

Control  

Geometric and structure preserving 

discretizations  

Geometry of Quantum States 

Geodesic Methods with Constraints  

Probability Density Estimation & 

Sampling in High Dimension 

Geometry of Graphs and Networks 

Distance Geometry  

Geometry of Tensor-Valued Data  

Geometric Mechanics 

Geometric Robotics & Learning 

Geometry in Neuroscience & Cognitive 

Sciences  

A special session will deal with: 

Geometric Science of Information  

Libraries (geomstats, pyRiemann , …) 

 

http://www.gsi2019.org/
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Trimestre 2019 Labex CIMI, Toulouse 
« Statistics with Geometry & Topology » 

▌ Trimestre « Statistics with Geometry & 

Topology », Toulouse, Aout-Sept. 2019 

Opening Event: Geometric Science of 

Information (GSI 19), 25-27 Septembre 2019, 
ENAC 

Information Geometry, 30 Aout au 6 
Septembre & 14 au 19 Octobre 2019, IMT 

Topology for Learning and Data Analysis, 29 
Septembre-4 Octobre 2019, IMT 

Computational Aspects of Geometry, 6-8  
Novembre 2019, IMT 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

GSI’13 Springer Proceedings: 

http://www.springer.com/us/book/9

783642400193  

GSI’15 Springer Proceedings: 

http://www.springer.com/la/book/97

83319250397  

GSI’17 Springer Proceedings: 

http://www.springer.com/cn/book/9

783319684444  

GSI SPRINGER PROCEEDINGS 
LECTURE NOTES IN COMPUTER SCIENCE 

http://www.springer.com/us/book/9783642400193
http://www.springer.com/us/book/9783642400193
http://www.springer.com/la/book/9783319250397
http://www.springer.com/la/book/9783319250397
http://www.springer.com/cn/book/9783319684444
http://www.springer.com/cn/book/9783319684444
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Dernières parutions  

https://www.springer.com/u
s/book/9783030025199  

https://www.springer.com/
mathematics/geometry/jour

nal/41884 

https://www.mdpi.com/books/
pdfview/book/127 

https://www.mdpi.com/books/
pdfview/book/313 

Autres publications : voir sur UNITWIN « GEOMETRIC SCIENCE OF INFORMATION » 

https://www.springer.com/us/book/9783030025199
https://www.springer.com/us/book/9783030025199
https://www.springer.com/us/book/9783030025199
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Livre inédit de Koszul 
traduit par Springer 

https://www.springer.com/us/b
ook/9789811339868#otherversio
n=9789811339875  

https://www.springer.com/us/book/9789811339868#otherversion=9789811339875
https://www.springer.com/us/book/9789811339868#otherversion=9789811339875
https://www.springer.com/us/book/9789811339868#otherversion=9789811339875
https://www.springer.com/us/book/9789811339868#otherversion=9789811339875
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Koszul Book « Introduction to Symplectic Geometry » 
traduction par SPRINGER, préfaces Koszul, Marle, Boyom, Barbaresco 
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

Motivation 
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Information Geometry & Natural Gradient 

Information geometry has been derived from invariant geometrical structure 

involved in statistical inference. The Fisher metric defines a Riemannian metric as 

the Hessian of two dual potential functions, linked to dually coupled affine 

connections in a manifold of probability distributions. With the Souriau model, this 

structure is extended preserving the Legendre transform between two dual 

potential function parametrized in Lie algebra of the group acting transentively 

on the homogeneous manifold. 

Classically, to optimize the parameter     of a probabilistic model, based on a 

sequence of observations      , is an online gradient descent with learning rate      , 

and the loss function                                 : 
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Information Geometry & Natural Gradient 

This simple gradient descent has a first drawback of using the same non-adaptive 

learning rate for all parameter components, and a second drawback of non 

invariance with respect to parameter re-encoding inducing different learning 

rates. Amari has introduced the natural gradient to preserve this invariance to be 

insensitive to the characteristic scale of each parameter direction. The gradient 

descent could be corrected by             where       is the Fisher information matrix 

with respect to parameter     , given by: 
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Information Geometry, Dual Potentials & Fisher Metric 

Amari has proved that the Riemannian metric in an exponential family is the 

Fisher information matrix defined by: 

 

 

 

and the dual potential, the Shannon entropy, is given by the Legendre transform: 
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Statistical Mechanics, Dual Potentials & Fisher Metric 

In geometric statistical mechanics, Souriau has developed a “Lie groups 

thermodynamics” of dynamical systems where the (maximum entropy) Gibbs 

density is covariant with respect to the action of the Lie group. In the Souriau 

model, previous structures of information geometry are preserved: 

 

 

 

 

In the Souriau Lie groups thermodynamics model,      is a “geometric” (Planck) 

temperature, element of Lie algebra      of the group, and       is a “geometric” 

heat, element of dual Lie algebra      of the group.  
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Statistical Mechanics & Fisher Metric 

Souriau has proposed a Riemannian metric that we have identified as a 

generalization of the Fisher metric: 

 
 

 

The tensor       used to define this extended Fisher metric is defined by the 

moment map          , from         (homogeneous symplectic manifold) to the dual 

Lie algebra      , given by: 

 

This tensor      is also defined in tangent space of the cocycle                   (this 

cocycle appears due to the non-equivariance of the coadjoint operator           , 

action of the group on the dual lie algebra): 
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Fundamental Souriau Theorem 
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Statistical Mechanics & Invariant Souriau-Fisher Metric 

In Souriau’s Lie groups thermodynamics, the invariance by re-parameterization in 

information geometry has been replaced by invariance with respect to the 

action of the group. When an element of the group     acts on the element           

of the Lie algebra, given by adjoint operator         . Under the action of the group                       

,                , the entropy            and the Fisher metric             are invariant: 
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Souriau-Fisher Metric & Souriau Lie Groups Thermodynamics:  
Bedrock for Lie Group Machine Learning 

Gibbs canonical
ensemble
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning 

▌ Higher Order Souriau Lie Group Thermodynamics based on Poly-

Symplectic Model of Christian Günther 

In the case of small data analytics, we propose to parameterized the (maximum 

entropy) Gibbs density with higher order “geometric” temperature          and 

higher order heat       , that parameterized higher order entropy                            

and dual potential function                      : 

k

kQ  1,..., nS Q Q

1( ,..., )n 

 

1

1 1
1

1 1

, ( )

1

,..., , ( ,..., )

( ,..., ) ( ,..., )
with    and  

where  ( ,..., ) log

n
k

k

k

n

n k k n
k

n n
k k

k k

U

n

M

S Q Q Q

S Q Q
Q

Q

e d
 

  

 




  





  

 
 

 


   



25 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

GSI’17 Best paper Winners are: 

Yann Ollivier (FACEBOOK IA Lab, Paris) & 

Gaétan Marceau-Caron (MILA Lab, Montreal) 

Yann Ollivier 

Motivation de la Géométrie de l’Information: travaux de Yann Ollivier 
Natural Gradient & Natural Langevin Dynamics 

Preconditioned Stochastic Gradient Langevin Dynamics 

The resulting natural Langevin 
dynamics combines the advantages of 
Amari’s natural gradient descent 

and Fisher-preconditioned Langevin 
dynamics for large neural networks 

Natural Langevin Dynamics (use of Fisher Matrix as in 

Natural Gradient from Information Geometry) 
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Gradient naturel de la géométrie de l’information 
& son dual le gradient entropique 

▌ Gradient Naturel 

 

▌ Gradient Entropique Dual (Mirror Descent, Gradient de Balian) 
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Gradient naturel de la géométrie de l’information 
& son dual le gradient entropique 

▌ Gradient Entropique Dual 

Gradient entropique dual 
H: Shannon Entropy 

Gradient Naturel 
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Métrique de Fisher par Misha Gromov (IHES) 

▌ M. Gromov, In a Search for a Structure, Part 1: On 
Entropy. July 6, 2012 

http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-

july5-2012.pdf  

▌ Gromov Six Lectures on Probability, Symmetry, 
Linearity. October 2014, Jussieu, November 6th , 2014 

Lecture Slides & video: 

http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-

Nov-2014.pdf 

https://www.youtube.com/watch?v=hb4D8yMdov4  

▌ Gromov Four Lectures on Mathematical Structures 
arising from Genetics and Molecular Biology, IHES, 
October 2013 

https://www.youtube.com/watch?v=v7QuYuoyLQc&t=5935s   

(at time 01h35min) 
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http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-july5-2012.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-july5-2012.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-july5-2012.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-july5-2012.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-Nov-2014.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=hb4D8yMdov4
https://www.youtube.com/watch?v=hb4D8yMdov4
https://www.youtube.com/watch?v=v7QuYuoyLQc&t=5935s
https://www.youtube.com/watch?v=v7QuYuoyLQc&t=5935s
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Question de Gromov : Are there « entropies » associated to moment 
maps 

▌ Bernoulli Lecture - What is Probability? 

27 March 2018 - CIB - EPFL - Switzerland 

Lecturer: Mikhail Gromov 

https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What_is_Probability_v2(2).mp4 

 http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf  

https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What_is_Probability_v2(2).mp4
https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What_is_Probability_v2(2).mp4
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Préambule: des statistiques dans les espaces abstraits 

▌ L’extension des statistiques dans les espaces abstraits a été introduite par Maurice Fréchet 

à travers la notion « d’espace distancié ». 

▌ L’approche par les espaces métriques permet de définir la moyenne ou la médiane 

d’éléments dans un espace distancié par le barycentre géodésique de Fréchet calculé 

par le flot de gradient de Hermann Karcher. 

▌ Pour définir ces espaces distanciés, il nous faut au préalable introduire une distance entre 

ces éléments. La métrique de Fisher et le hessien de l’entropie de la « Géométrie de 

l’Information » fournissent une distance disposant des qualités d’invariances souhaitées. 

▌ La métrique de Fisher peut être généralisée dans des espaces plus abstraits à partir de la 

fonction caractéristique de Koszul-Vinberg et la 2-forme de Koszul. 

▌ L’étape suivante consiste à généraliser la notion de densité gaussienne, en généralisant la 

notion de densités à maximum d’entropie, ce qui nous oblige à généraliser la définition de 

l’entropie. Partant des fonctions caractéristiques de François Massieu, cette généralisation 

nous est donnée par Jean-Marie Souriau via « la thermodynamique des groupes de Lie », 

dont on déduit une métrique de Fisher-Souriau. 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Plan de l’exposé (1/2) 

▌ 1) Motivation : caractérisation statistique de la mesure digitale des 

fluctuations de l’onde électromagnétique radar (idée de Henri Poincaré) 

 

▌ 2) Approche de Maurice Fréchet : Les éléments aléatoires de nature 

quelconque dans un espace distancié de Maurice Fréchet 

 

▌ 3) La géométrie de l’information pour les familles de densité exponentielles 

 

▌ 4) Approche de Jean-Louis Koszul: Les structures élémentaires de la 

géométrie de l’information liées à l’étude des domaines bornés homogènes 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Plan de l’exposé (2/2) 

▌ 5) Les fonctions caractéristiques de François Massieu en physique statistique 

et  les fonctions potentielles de la géométrie de l’information 

 

▌ 6) Approche de Jean-Marie Souriau: géométrisation de la physique 

statistique et théorie géométrique de la chaleur (la Thermodynamique des 

groupes de Lie) 

 

▌ 7) Extension de la notion d’Entropie et des densités à maximum d’entropie 

(maximum d’Entropie d’ordre supérieure) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Géométrie de l’Information: Géométrie d’Elie Cartan 

Géométrie 
Symplectique 

Géométrie 
Complexe 

Géométrie 
Riemannienne 

Géométrie de Koszul Géométrie de Jean-Louis Koszul 
Etude de la géométrie des domaines 
bornés homogènes, des espaces 

homogènes symétriques et des cônes 
convexes saillants. Introduction d’une 
2-forme invariante. 

Géométrie de Souriau 

Géométrie de Jean-Marie Souriau 
Etude de la géométrie des variétés 

symplectiques homogènes sous l’action 
des groupes dynamiques. Introduction 
de la Thermodynamique des groupes 
de Lie en mécanique statistique. 

Géométrie de Kähler 

Géométrie de Erich Kähler 
Etude de la géométrie  des variétés 

différentielles équipées d'une structure 
unitaire satisfaisant une condition 
d'intégrabilité. Le cas Kähler homogène 
étudié par André André Lichnerowicz. 

Une inspiration commune: Elie Cartan 

*

0

ig dz dz
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Interdisciplinarité des Sciences Géométriques de l’Information 

Géométrie de 
l’Information 

Physique 
Statistique 

Mesures des 
ondes (EM, 

acoustiques) 

Statistiques  & 
apprentissage  

sur 

l’espace des 
formes 

Physique 

Quantique 

Métrique de Balian 

quantique (qbit) 

Roger Balian 

Thermodynamique des 

systèmes dynamiques 

J.M. Souriau 

Statistique dans les 

espaces métriques 

M. Fréchet 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Transformée de Legendre Transformée de Laplace/Fourier 

ENTROPIE= LEGENDRE(- LOG[LAPLACE]) 

 22 log ddg

Métriques de la Géométrie de l’Information 

Sddg 2*2* 
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ds2=d2ENTROPY ds2=-d2LOG[LAPLACE] 

Géométrie de l’Information et Transformée de Legendre 

ENTROPIE= FOURIER(Min,+)(- LOG[FOURIER(+,X)]) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Signification intuitive de la transformée de Legendre 

▌ Transformée de Legendre 

La transformée de Legendre transforme 

une fonction définie par sa valeur en un 

point en une fonction définie par sa 

tangente. 

se rencontre en thermodynamique et en 

mécanique lagrangienne 
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Géométrie classique 

(la courbe est représentée 

par un continuum de 

points) 

Géométrie de Plücker 

(la courbe est définie par 

l’enveloppe de ses 

tangentes) 

Transformée de Legendre est l’équivalent d’une transformée 

de Fourier pour les fonctions convexes (elle met en dualité) 
Brenier, Yann. Un algorithme rapide pour le calcul de transformées de 

Legendre-Fenchel discrètes, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 308 
(1989), no. 20, 587–589. 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Modèle de Souriau de la Thermodynamique des groupes de Lie 

Gibbs canonical
ensemble

 *
g *

g
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CHALEUR 

Dans le dual de l’algèbre de Lie 

Logarithme de la 

fonction de Partition 

(fonction caractéristique) 

Entropie 

L’Entropie est invariant sous 

l’action du groupe 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Potentiel de Massieu versus Potentiel de Gibbs-Duhem 

F E TS 

Potentiel de GIBBS-DUHEM: Energie Libre 

1

1
,

T

F
E S E S

T T 




     

Potentiel de MASSIEU (fonction caractéristique) 

Préservation de la 

dualité de Legendre 

Every mathematician 

knows it is 
impossible to understand 

any elementary 
course in 

thermodynamics. 

Vladimir Arnold 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Définition Géométrique et Ontologique de la notion de température 
par Jean-Marie Souriau: La Thermodynamique des Groupes de Lie 

▌ La température (de Planck) géométrique de Souriau est un élément de l’algèbre 
de Lie du groupe dynamique (groupes de Gallilé ou Poincaré) agissant sur le 
système  

▌ L’Entropie généralisée est la transformée de Legendre de l’opposée du logarithme 
de la transformée de Laplace (fonction caractéristique de Massieu) 

▌ La métrique de Fisher-Souriau est une Capacité Calorifique Géométrique (hessien 

du potentiel de Massieu) 

Le formalisme de Souriau est totalement  
covariant, et ne nécessite aucun système de 

coordonnées arbitraires (covariance de la 

densité de Gibbs sous l’action du groupe) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Travaux précurseurs de Muriel Casalis 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Des groupes omniprésents 

Géométrie de l’Information (lois gaussiennes) 

 

 
Thermodynamique des groupes de Lie (groupe de Galilée) 

 

 

 

Système mobiles / robotiques (Pistage en Radar) (Groupe SE(3)) 

 

 

Demi-Plan de Poincaré 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Groupe SE(3) 

Groupe de Lie SE(3) 

 

 

Algèbre de Lie de SE(3): se(3) 

 

 

Dual de l’algèbre de Lie 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Groupe SE(3) 

Opérateur Adjoint 

- 1er terme: 

 

 

 
 

- 2ème terme: 
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

1) Motivation :  
caractérisation statistique de 
la mesure digitale des 
fluctuations de l’onde 
électromagnétique radar 
(première idée de Henri 
Poincaré) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Mesure digitale des fluctuations de l’onde électromagnétique radar  

▌ L’idée est de « coder » l’état stationnaire d’une mesure digitale de l’onde 

électromagnétique (Direction, Doppler et Polarimétrie) par un point dans 

un espace métrique. 

▌ Comme il s’agit d’une mesure statistique, la métrique naturelle est donnée 

en géométrie de l’information par le hessien de l’Entropie du processus 

stationnaire (métrique, potentiels et système de coordonnées duaux de la 

métrique de Fisher via la transformée de Legendre). 

▌ En utilisant, les structures Toeplitz (respectivement Bloc-Toeplitz) des 

matrices de covariance du signal temporel  [Doppler] ou spatial 

[direction] (respectivement spatio-temporelle), on démontre que la 

métrique naturelle est Kählérienne dans l’espace produit du polydisque 

de Poincaré (info. Doppler) et du polydisque de Siegel (info . spatio-

temporel) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Mesure Digitale Spatio-Temporelle (et Polarimétrique) de l’Onde 
Electromagnétique Radar 

Mesure digitale temporelle 

(Matrice de covariance Doppler) 

Mesure digitale spatiale 

(Matrice de covariance spatiale) 

Mesures digitale spatio-temporelle 

(Matrice de covariance spatio-temporelle) 

Mesure digitale polarimétrique 

(Matrice de covariance polarimétrique) 

▌ Mesure digitale de l’onde EM 

Mesure polarimétrique 

Mesure temporelle => information Doppler 

Mesure spatiale => Direction du front d’onde 

Mesure spatio-temporelle 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Approche historique de Henri Poincaré de 1891 pour la polarisation 

▌ Géométrie des états de polarisation 

Henri Poincaré montre qu’il est possible de 

représenter une vibration lumineuse 

polarisée elliptiquement, par l’affixe d’un 

nombre complexe: chaque état de 

polarisation de l’onde est représentée par 

un point sur le plan complexe 

La projection stéréographique du plan 

complexe sur une sphère de diamètre 

unité permet de représenter tous les états 

de polarisation d’une onde par un point et 

un seul sur une sphère 

½ siècle plus tard, Jones et Muller 

proposèrent des méthodes de calcul 

matriciel, mais le modèle de Poincaré 

reste le plus élégant et efficace. 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Modélisation géométrique de Poincaré des états de polarisation 

▌ Représentation de l’état de polarisation par un point du plan complexe 

Champ Electromagnétique E est décrit par: 

 

 

 

 

 

 

La valeur de ce rapport nous fait connaître la forme de l’ellipse     et son 

orientation        décrite par le vecteur électromagnétique dans le plan 

perpendiculaire à l’axe de propagation et décrivant l’état polarimétrique de 

l’onde: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Modélisation géométrique de Poincaré des états de polarisation 

▌ Représentation de l’état de polarisation par un point du plan complexe 

Ellipse de polarisation 

 

 

-    : angle d’éllipticité caractérisant l’élongation (la forme)  

-    : caractérise l’inclinaison de l’ellipse 

Matrice de cohérence de Jones: 

 
 

 

Vecteurs de Stokes: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Information polarimétrique: réprésentée par un point sur la sphère 

Polarisation circulaire gauche Polarisation circulaire droite 

▌ Coordonnées sphériques 

Sur la sphère: 

Hémisphère Nord: polarisation droite 

Hémisphère Sud: polarisation gauche 

 

 

  2,2
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Les éléments aléatoires de nature quelconque dans un espace 
distancié pour caractériser la fluctuation du signal électromagnétique 
▌ Dans la mesure digitale de l’onde électromagnétique, il s’agit de caractériser les 

fluctuations : 

En amplitude: variation du signal en puissance 

Sur la polarimétrie: variation de la polarisation de l’onde 

Spatialement: variation de la direction d’arrivée du front d’onde 

Temporellement: Variation du spectre Doppler 

▌ Exemple du signal radar Doppler relatif à la série temporelle de mesures 

Cz

z

z

Z i

n



















    avec   

1



   

2

2
1

)1(

2

*

011

*

1

01

*

1

*

10

)(

 :  avec

  avec   

fkj
n

nk

kZ

k

kmmk

n

n

n

erfS

re Dopplert le spectt on déduilation dont de corrécoefficienr

zzEr

rrr

r

rr

rrr

ZZER














































Mesure de la série 

temporelle du signal 
digitalisé (pour une 
direction donnée) 

Spectre Doppler/Distance 

Stationnaire           R  Toeplitz 



54 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etude du cas le plus simple: matrice THDP de taille 2x2  

▌ Exemple sur matrice 2x2 Toeplitz Hermitienne définie positive: 

1 matrice de covariance d’un signal stationnaire  2x2 peut être représentée par 

« 1 point »  sur une variété  dans R+*xD (avec D le disque de Poincaré unité) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌ Les paramètres d’une matrice de covariance d’une série temporelle d’un 

signal complexe (circulaire) stationnaire sont contraints par :  

Structure Toeplitz (éléments égaux sur la diagonale) : 

 

 

 

 

Structure Hermitienne : 

 

Structure définie positive (valeurs propres positives) : 
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Quelles sont les contraintes entre les paramètres de la matrice de 
covariance d’un signal complexe (circulaire) stationnaire 

conjuguéeet  e transposé:  avec   

nn RR
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Otto Toeplitz 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Théorème de Trench/Verblunsky (décomposition d’Iwasawa 
partielle) pour les matrices Toeplitz Hermitiennes Définies Positives 

▌ Structure: matrice de covariance Toeplitz Hermitienne Définie Positive THDP 

Toute matricel THDP est difféomorphe à l’espace produit (P0, 1,…, n)R+xDn : 

- P0  est un paramètre d’échelle (puissance du signal) 

- k sont des paramètres de forme (forme du spectre) appelés coefficients de 

réflection/Verblunsky 

 

 
 

Cette décomposition par bloc est lié à la décomposition d’Iwasawa partielle: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Théorème de Trench/Verblunsky et décomposition de Cholesky 

▌ L’itération de la structure bloc de la matrice: 

 

 

Génère la décomposition de  (André-Louis) 

Cholesky: 
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A. Cholesky, Sur la résolution numérique des systèmes d’équations 

linéaires, Manuscrit, Fonds A. Cholesky, Archives de l’´Ecole 

Polytechnique, Palaiseau. 

A.L. Cholesky 
(Commandant d’Artillerie Cholesky 

tué pendant la grande guerre) 

Machine à 
calculer 
Dactyle 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Métrique de Fisher de la géométrie de l’Information 

▌ Nous considérons comme métrique, le hessien de l’Entropie: 

Entropie: 

Développement de l’entropie en utilisant sa matrice blocs et   

 

 

 

▌ La paramétrisation est donnée par:  

 

▌ La métrique au sens de la géométrie de l’information est donné par le 

hessien de l’Entropie: 
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E. Kähler 

Exemple de l’article de 1932 de 
E. Kähler et appelé cas hyper-
abélien 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Moyenner les matrices de covariance structurées 

▌ La distance entre 2 matrices de covariance est donné par la distance 

dans l’espace produit R+xDn (via la distance de Poincaré dans le disque): 

 

 

▌ La moyenne est alors définie comme le barycentre géodésique de 

Fréchet qui minise la somme des carrés des distances géodésiques: 

 

 

▌ Le calcul du barycentre de Fréchet est calculé par le flot de Hermann 

Karcher 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Unicité du centre de masse: de Elie Cartan à Hermann Karcher 

▌Centre de Masse de Cartan 

Elie Cartan a prouvé que la fonctionnelle suivante: 

 

 

 est strictement convexe et possède un unique minimum (centre de masse 

de A pour la distribution da) pour les variétés à courbure négative. 

▌Flot de Karcher 

Hermann Karcher a prouvé la convergence du flot suivant vers le centre 

de masse: 

E. J. Cartan 

H. Karcher 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌Flot de Karcher 

Passage de l’Euclidien à la variété via la carte exponentielle pour le médian 
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Euclidien 
Riemannien 

Flot de Karcher pour calculer la moyenne ou la médiane géodésique 

Hermann KARCHER 

• Partir d’un point arbitraire sur la variété 
• Calculer les géodésiques de de ce point aux N points et les vecteurs 

tangents (normalisés) 
• Sommer les vecteurs tangents (normalisés) 

• Déplacer le point sur la variété dans la direction de ce vecteur somme 
(via la carte exponentielle) 

Les vecteurs  tangents aux géodésiques sont 

normalisés dans le cas du médian 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

n,3

n,1n,2

nmedian,

1,3 n

1,1 n

nnmedian w1,

1,2 n

Flot de Karcher Classique Flot de Karcher 

centré sur le point 

soumis au flot 
*

nmedian,n

nmedian,n

median,n
wμ

wμ
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Flot de Karcher pour le barycentre de Fréchet dans le disque unité 
de Poincaré: calcul des coefficients de réflexions/Verblunsky 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Flot de Karcher pour le barycentre de Fréchet dans le disque unité 
de Poincaré: calcul des coefficients de réflexions/Verblunsky 

D:/Work/minicita-U/New2008/article-info-geo/classic.mpg
D:/Work/minicita-U/New2008/article-info-geo/new.mpg
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Barycentre de Fréchet médian = Barycentre de Busemann 

▌ Cas du disque de Poincaré 

            peut être écrit en fonction de            qui est le 

vecteur tangent  de la géodésique en               pointant 

vers                : 

 

En géométrie de Poincaré du disque unité, le champ de 

vecteur       est le gradient d’une fonction       dont les 

lignes de niveau sont les horocycles tangents à                

en       : 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Barycentre géodésique médian 

Robustesse 

aux spectres 

abberrants 

Spectre Doppler “median” par le calcul du barycentre de Fréchet 
sur les coefficients de réflexion/Verblunsky dans le disque unité 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Estimation du spectre Doppler « median » : préserve les 
discontinuités 

Données simulées Banc de filtre Doppler 

Méthode haute résolution 

Doppler (Fixed Point) 
Méthode haute résolution 
Doppler (coéff. Réflexions) 

Spectre Doppler Median via 

Barycentre de Fréchet 
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Comparaison spectre Doppler moyen et médian 

Spectre brut 

Spectre Doppler 

Moyen 

Spectre Doppler 

Median 
Axe Distance 

Axe Doppler 

Non préservation 

des discontinuités 

Perturbation par 

des valeurs 

aberrantes 
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▌ Nous considérons un vecteur de mesures spatiales et temporelles 
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électromagnétique: structure de Matrice Toeplitz-Bloc-Toeplitz 

Mesures digitale 
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▌ Les matrices Toeplitz-Bloc-Toeplitz Hermitiennes Définies Positives 

peuvent être paramétrées par des coefficients de Verblunsky matriciels: 

 

 

 

▌ Extension du théorème de Trench/Verblunsky au cas matriciel: Existence 

d’un difféomorphisme : 
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Extension du théorème de Trench/Verblunsky aux cas des matrices 
Toeplitz-Bloc-Toeplitz Hermitiennes Définies Positives 
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Métrique de la géométrie de l’Information: Hessien du potentiel 

▌ L’entropie définie encore un potentiel (Kählérien) dont le hessien fournit 

une métrique Riemannienne pour les paramètres matriciels de Verblunsky: 

 

▌ La structure « Toeplitz-Bloc-Toeplitz » permet d’exprimer l’entropie 

uniquement à partir des paramètres de Verblunsky traduisant l’information 

spatiale et d’une matrice R0 incorporant l’information Doppler étudiée 

précedemment: 

 

▌ Le hessien de l’Entropie donne la métrique: 
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Les paramètres de Verblunsky matriciel sont élément du disque de 
Siegel : ZZ+<I 

▌ Les automorphismes du disque de Siegel         sont donnés par: 

 

▌ L’ensembles des automorphismes sont donnés par:  

 

▌ La distance est: 

▌ L’automorphisme inverse est donné par: 
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Groupe Symplectique (Carl-Ludwig Siegel) :  Demi-espace SHn 

▌ Métrique de Siegel sur le demi-plan supérieur : 

Demi-Plan supérieur :  

Les isométries de             sont données par le groupe quotient : 

                                                                      avec                        le groupe symplectique : 
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Distance dans le demi-plan supérieur de Siegel 

▌ Distance dans le demi-plan supérieur de Siegel: 

 

 

 

 

▌ Cas particulier (axe imaginaire: matrices symétriques définies positives) 
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L.K. Hua 

C.L. Siegel 

F. Berezin 

Extension des domaines symétriques bornés homogènes: 
Domaine de Siegel: Demi-espace supérieur et disque de Siegel 
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Décomposition (polaire) de Mostow ou Fibration de Berger pour 
appliquer le même schéma que dans le disque de Poincaré 

Théorème de Mostow : 

- Toute matrice         de                       peut être décomposé :  

 

où 

-          est unitaire 

-          est réelle antisymétrique 

-          est réelle symétrique 

Peut être déduit de 

 

Lemme : Soit     et    ,  2 matrices hermitiennes définies positives, il existe une 

unique matrice hermitienne définie positive      telle que: 

 

Corollaire : Si      est hermitienne définie positive, il existe une unique matrice 

symétrique réelle     telle que : 

M  CnGL ,

SiAeUeM 
U

A

S

A B
X

BXAX 

M
S SS eMeM 1* 

G.D. Mostow M. Berger 
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Polar Decomposition: R. Bhatia, Indian Statistical Institute 
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Citation dans « Encyclopedia of Distances » (M. Deza, SPRINGER) 
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

2) Approche de Maurice 
Fréchet : Les éléments 
aléatoires de nature 
quelconque dans un espace 
distancié de Maurice Fréchet 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Maurice Fréchet : Les éléments aléatoires de nature quelconque 

▌ M. Fréchet, “les éléments aléatoires de nature 

quelconque dans un espace distancié”, Annales 

de l’IHP, t.10, n°4, p.215-310, 1948( voir sur 

Numdam) 

Formidable extension du Calcul [des probabilités qui] 
résulte de la simple introduction de la notion de 

distance de deux éléments aléatoires 

La nature, la science et la technique offrent de 

nombreux exemples d’éléments aléatoires qui ne sont, 

ni des nombres, ni des séries, ni des vecteurs, ni des 
fonctions. Telles sont par exemple, la forme d’un fil jeté 

au hasard sur une table, la forme d’un oeuf pris au 
hasard dans un panier d’oeufs. On a ainsi une courbe 

aléatoire, une surface aléatoire. On peut aussi 
considérer d’autres éléments mathématiques 
aléatoires : des transformations aléatoires de courbe 
en courbe. 

M. Fréchet collaboration avec M. Ozil:  
Analyse harmonique des profils 
humains. Les tableaux de M. Ozil ne 
correspondent pour des formes en fait 
assez compliqués qu’à 9 harmoniques 

et représentent seulement la moitié 
expressive du profil, c’est à dire une 
fonction non périodique. 

Documents numérisés à partir du Fond Fréchet 

des Archives de l’Académie des Sciences 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Antoine-Augustin Cournot et le triangle rectangle moyen 
Joseph Bertrand et l’homme moyen 

Lorsqu’on applique la détermination des moyennes aux 
diverse parties d’un système compliqué, il faut bien prendre 

garde que ces valeurs moyennes peuvent ne pas se 
convenir : en sorte que l’état du système, dans lequel tous 
les éléments prendraient à la fois les valeurs moyennes 
déterminées séparément pour chacun d’eux, serait un état 
impossible. 

Si, par exemple, un triangle est assujetti à rester rectangle 
pendant que ses côtés varient, il y aura une valeur 
moyenne pour chacun des trois côtés; mais ces trois 
moyennes, prises ensemble, ne conviendront pas à un 

triangle rectangle, ou ne satifseront pas à cette condition si 
connue, que le carré fait sur l’hypoténuse égale à la 
somme des carrés fait sur lles deux côtés de l’angle droit.   

L’homme moyen: Par un système de moyennes tirées de la 
mesure de la taille, du poids, des forces, etc., sur des 

individus en grand nombre. L’homme moyen ainsi défini, 
bien loin d’être en quelque sorte le type de l’expèce, serait 
tout simplement un impossible 

 

Le poids d’un individu est grosso modo 
proportionnel à son volume, il varie comme le 
cube de la taille; or la moyenne des cubes 
n’est évidemment pas le cube de la 
moyenne – Joseph Bertrand 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌ Illustrons l’idée du barycentre de Fréchet pour des « triangles rectangles » 

Considérons N triangles rectangles {ai,bi,hi}, on cherche le « triangle median 

rectangle »: La solution est le barycentre « géodésique » de Fréchet, qui minimise la 

somme des distances géodésiques à tous les triangles rectangles 

p=2 : Moyenne, p=1 Median 

Moyenne/Médiane: Barycentre de Fréchet dans l’espace métrique  

• Les paramètres d’un triangle {a,b,h} 

rectangle sont contraints par la 

l’équation de Pythagore h2=a2+b2. 

• Cette contrainte se « déploie » en un 

cône convexe. 

• 1 triangle rectangle est représenté par 1 

point sur la le cone convexe 
 22 bah 

 
 

    HBAhbadMinHBA iii

N

i

p

geodesique
HBA
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22 bah 
M. Fréchet 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Maurice Fréchet, Darmois, Cramer, Fisher, Levy, Blanc-Lapierre 
Congrès Calcul des probabilités – Genève 1938 & Lyon 1948 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Maurice Fréchet et l’équation de Clairaut 

▌ Travaux précurseurs de Maurice Fréchet 

En 1939, dans son cours de l’IHP, Maurice Fréchet introduit ce qui fut appelée 

ensuite borne de Cramer-Rao 

 

 

 

Dans son article de 1943, Maurice Fréchet s’intéresse aux “densités distinguées”, 
densités qui atteignent cette borne. Il montre qu’elles dépendent d’une fonction 

(logarithme de la fonction de partition) qui vérifie l’équation de Alexis Clairaut. 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

2ème partie de l’article de Fréchet: l’équation de Clairaut 

A cette étape, Fréchet cherche les « densités distinguées », toute densité de 
probabilité            telle que la fonction suivante  soit indépendante de     : 

 

 

 

 

L’objectif de Fréchet est alors de déterminer la fonction minimisante                        

qui atteint la borne. L’identité précédente peut se réécrire : 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

2ème partie de l’article de Fréchet: l’équation de Clairaut 

Or comme                , on peut considérer          comme la dérivée seconde d’une 

fonction            telle que :     

 

 

  dont on déduit que la quantité suivante est indépendante de    :  

 

 

Une densité distinguée sera donc de la forme : 
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Fréchet montre que ces densités sont forcément des densités exponentielles. 

Fréchet remarque que la matrice de Fisher est égale au hessien d’une fonction 

(fonction caractéristique de Massieu) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Equation de Clairaut(-Legendre) de la géométrie de l’information 
découverte par Maurice Fréchet 

▌ L’équation de Clairaut(-Legendre) de Maurice Fréchet 

Partant de l’équation: 

On peut prendre arbitrairement         et          et alors          est déterminée par : 

 

 

Si on fixe alors arbitrairement         et          et soit     une variable arbitraire, la 

fonction suivante sera une fonction positive connue représentée par            : 

 

 

On obtient alors la fonction          par l’équation : 

Fréchet remarque qu’il s’agit de l’équation d’Alexis Clairaut.          est donné par 
la solution singulière de cette équation de Clairaut, qui est unique et s’obtient en 

éliminant       entre : 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La borne de Cramer-Rao-Fréchet-Darmois et la métrique de Fisher 

▌ La borne Cramer-Rao –Fréchet-Darmois a été introduite par Fréchet en 

1939 et par Rao en 1945 comme l’inverse de la matrice de Fisher : 

 

 

▌ Rao a proposé d’introduire une métrique Riemannienne dans l’espace des 

paramètres des densités de probabilité (axiomatisé par N. Chentsov): 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌Matrice de Fisher de l’Information pour le cas gaussien: 

 

 

 
 

Fisher matrix induced the following differential metric  : 

 

 

Modèle de géométrie hyperbolique de Poincaré 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

1 gaussiennes monovarié = 1 point dans le disque de Poincaré 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Barycentre de Fréchet entre gaussienne =barycentre dans le disque 
(voir flot de Karcher dans le disque unité précédent) 

D:/Users/T0004940/Desktop/IHES 2016 expose/Presentation IHES/med2ok.avi
D:/Users/T0004940/Desktop/IHES 2016 expose/Presentation IHES/med5.avi
D:/Users/T0004940/Desktop/IHES 2016 expose/Presentation IHES/mediane_dim2_cas2.avi
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Quel est le groupe qui agit pour les densités multivariées gaussiennes 

▌ La racine carrée de la matrice de covariance      symétrique définie 

positive  est donnée par la factorisation de Cholesky                                  

qui fait apparaître une matrice triangulaire avec des éléments positifs sur 

la diagonale  (élément d’un groupe) 
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Géométrie de l’Information pour une gaussienne multivariée 

▌ La métrique de Fisher pour une gaussienne multivariée 

 

▌ Les géodésiques sont données par les équations d’Euler-Lagrange  

 

 

▌ Avec les symétries, les invariants (invariant de Noether ou application 

moment de Souriau) réduisent les équations à celles d’Euler-Poincaré:  
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TbmBRR
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 Poincaré-Eulerd' Equations
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Tirs géodésiques pour calculer les distances 
entre 2 gaussiennes multivariées  
▌ Principe du tir géodésique: 

Fixer un vecteur tangent au point 

Corriger le tir, par transport parallèle de l’erreur 

Après convergence la distance est   

 )0(),0( Rm

 )0(),0( Rm
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Tirs géodésiques pour calculer les distances 
entre 2 gaussiennes multivariées  

𝜃0 

𝜃2 = exp𝜃0 𝑉0𝑖𝑛𝑖𝑡 

𝜃1 = exp𝜃0 𝑉0 
𝑊1 

𝑊0 

𝑉0 𝑉0𝑖𝑛𝑖𝑡 

 

 

 

▌ Illustration du tir géodésique pour des gaussiennes de dimension 1 et 2 

 

 11, Rm

 22 , Rm

Principe de corrections 
du tir géodésique 

Tir dans le demi-plan de Poincaré pour gaussienne dim 1 
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

4) Approche de Jean-Louis 
Koszul: Les structures 
élémentaires de la géométrie 
de l’information liées à l’étude 
des domaines bornés 
homogènes 
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▌ J.L. Koszul  a introduit une métrique hessienne affinement 

invariante sur les cones convexes saillants. 

▌     est un cone convexe dans un espace vectoriel     de 

dimension finie sur     (un cone convexe est saillant s’il ne 

contient pas de droite).  

▌       est le cone dual de       est un cone convexe saillant .  

▌Soit          la mesure de Lesbegue sur        espace dual de      , 

l’intégrale suivante: 

 

     est appelée fonction caractéristique de Koszul 

 E
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d *E E

 




 xdex
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La fonction caractéristique de Koszul et la métrique associée aux 
cones convexes saillants 
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Formes de Koszul 

▌ 1ère forme de Koszul 

1ère forme de Koszul      : la 1-forme différentielle 

                                                                                                 

    est invariante suivant l’ensemble des automorphismes                     de      .  

    Si              et              alors                                               et  

▌ 2ème forme de Koszul 

2ème  forme de Koszul     : La 2-forme symétrique différentielle  

 

  est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur       invariante sous l’action  

  de                       et    

La positivité est donnée par l’inégalité de Schwarz et : 
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Métrique de Koszul 

▌ Koszul a montré qu’à partir de cette 2nd forme, il était possible d’introduire 

une métrique Riemannienne invariante sous l’action des automorphismes 

du cône: 

Métrique de Koszul:          définit une structure Riemannienne invariante par               

   et la métrique Riemannienne est donnée par :  

   avec 

 

 

 

On peut en effet montrer la positivité via l’inégalité de Schwarz,                           et      

                                                

 

où                                                     et    
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▌Pour faire le lien avec la métrique de Fisher donnée par           , 

on observe que la dérivée seconde de                    est donnée 

par:                                          

 

       

▌Le hessien du logarithme de la fonction caractéristique de 

Koszul, nous donne la métrique de Fisher: 
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Schéma de Koszul et la géométrie de l’Information 
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▌ Si on applique la formule de Koszul: 

                                          

 

      

      Application: 

 

▌  La densité à Maximum d’Entropie (équivallent de la loi gaussienne 

mais pour les matrices symétriques définies positives): 

 

   

Densité de Koszul pour les matrices symétriques définies positives 
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Géométrie de l’Information pour une gaussienne multivariée 

▌ Pour la densité Gaussienne multivariée de moyenne       et de matrice de 

covariance      , nous avons pris l’habitude de la paramétrée par: 

 

 

▌ Mais la bonne paramétrisation est la suivante:  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Géométrie de l’Information pour une gaussienne multivariée 

▌ Fonction caractéristique de Massieu: 

 

 

 

▌ Relation de la dérivée donnant le moment 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Géométrie de l’Information pour une gaussienne multivariée 

▌ Entropie (de Shannon), transformée de Legendre de la fonction  

 

 

 

▌ Expression de l’Entropie (de Shannon): 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La forme hermitienne canonique de Koszul 

▌ « Sur la forme hermitienne canonique des espaces homogènes complexes » 

Koszul considère la forme hermitienne d’une variété homogène G/B (G groupe de 

Lie connexe et B un sous-groupe fermé de G, associé, à un facteur constant près, à 

l’unique volume invariant par G, et à la structure complexe invariante par les 

opérations de G). Les domaines bornés homogènes dont le groupe des 

automorphismes est semi-simple sont alors des domaines bornés symétriques au sens 

d’Elie Cartan. Koszul y introduit une forme de degré 1 invariante à gauche sur G 

Théorème de Koszul : La forme de Kähler de la forme hermitienne canonique a pour 
image par       la différentielles de la forme:   

 

 

La projection                   définit un homomorphisme injectif       de l’espace des formes 

différentielles de M dans l’espace des formes différentielles de E. 

              la trace de l’endomorphisme de g/b déduit de      par passage au quotient, 

avec                                     et             la trace de la restriction de       à b 

*p

  /

1 1
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4 4
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌ Formes de Koszul 

1ère forme de Koszul: 

 

2ème forme de Koasul : 

▌ Dans le cas du demi-plan supérieur de Poincaré: 

 

▌ avec                     et 

▌ On en déduit que: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Henri Poincaré 

(demi-plan supérieur) 

n=1 

Elie Cartan 

(classification en 6 

classes des 

domaines bornés 

homogènes 

symétriques) n<=3 
Ernest Vinberg 
(Domaines de Siegel de 2nd espèce) 

Structure de la 

géométrie de 

l’information 

(Géométrie hessienne 

de Koszul) 

« Il est clair que si l’on parvenait à démontrer que tous 

les domaines homogènes dont la forme     

 

   

 est définie positive sont symétriques, toute la théorie 

des domaines bornés homogènes serait élucidée. 

C’est là un problème de géométrie hermitienne 

certainement très intéressant » 

Dernière phrase de Elie Cartan, dans « Sur les 

domaines bornés de l'espace de n variables 
complexes », Abh. Math. Seminar Hamburg, 1935 
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2 ,log


Jean-Louis Koszul 

(formes canoniques hermitiennes des 

espace homogènes complexes, un 

espace homogène complexe avec 

une forme canonique hermitienne 

définies positive est isomorphe à un 

domaine borné, étude des groupes de 

transformations affines des variétés 

localement plates) 

Carl Ludwig Siegel 

(Domaines de Siegel et 

Géométrie Symplectique) 

Lookeng Hua 
(Noyaux de Bergman, Cauchy et 

Poisson  des domaines de Siegel 

Filiation Poincaré/Cartan/Koszul 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La géométrie des structures hessiennes 

▌ Les structures élémentaires: 

Structure de Codazzi           , D une connexion sans torsion: 

Structure hessienne:             Codazzi  avec D est plate => structure duale             

avec :                     (avec       la connexion de Levi-Civita) 

Pour une structure hessienne            avec                 ,                    et la structure              

de Codazzi duale est aussi une structure hessienne                     

 On a la propriété que      est la transformée de Legendre de      : 

 Une structure hessienne           est de type  Koszul, s’il existe une 1-forme fermée   

telle que  

Koszul a introduit une 2-forme, qui joue un rôle similaire au tenseur de Ricci pour 

une métrique Kählérienne:                 avec la 1-forme       , telle que                          

avec l’élément de volume      , et pour              :                et   

Pour un cône convexe régulier homogène     , la structure hessienne             est 

donnée par                    avec les formes de Koszul                      et                                 

L’élément de volume     est invariant sous l’action des automorphismes de     . 
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

5) Les fonctions caractéristiques 
de François Massieu en 
physique statistique et  les 
fonctions potentielles de la 
géométrie de l’information 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Transformée de Legendre Transformée de Laplace/Fourier 

ENTROPIE= LEGENDRE(- LOG[LAPLACE]) 

 22 log ddg

Métriques de la Géométrie de l’Information 

Sddg 2*2* 
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Géométrie de l’Information et Transformée de Legendre 
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Φ(x)x,ξ

Ω

ξ,xξ,x

x edξeep
*


 /)(





*

)(.*  dpx x
*

**
* )(

  ,  
)(

dx

xd
x

dx

xd
x









115 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Développement et utilisation de la « fonction caractéristique »  
par le Corps des Mines: Massieu, Poincaré, Levy & Balian  

▌ 1869: François Massieu 

Introduction de la fonction caractéristique en 
thermodynamique 

Gibbs et Duhem reprennent l’idée pour définir 

les potentiels thermodynamiques 

▌ 1908-1912: Henri Poincaré (+ Paul Levy) 

Poincaré réutilise la fonction caractéristique 
dans son cours de 1908 « Thermodynamique » 

Poincaré introduit la fonction caractéristique 
dans le cours de 1912 « Calcul des Probabilités » 

Paul Levy généralise l’utilisation de la fonction 
caractéristique en probabilité 

▌ 1986: Roger Balian 

Balian introduit la métrique de Fisher Quantique 
comme hessien de l’Entropie de von Neumann 

 

 

« Je montre, dans ce mémoire, que toutes les 
propriétés d’un corps peuvent se déduire 

d’une fonction unique, que j’appelle la 
fonction caractéristique de ce corps »  
F. Massieu 

  :

Massieu) (de  :

log

obabilitéique en praractéristfonction c
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Le conseil malheureux de Bertrand à Massieu 

▌ Dans sa publication suivante, l’article de François Massieu 

est revu par Joseph Louis François Bertrand, qui lui donne 

un conseil malheureux de remplacer la variable 1/T par la 

variable T. Si les équations semblent plus simples, on perd 

la structure initiale de la transformée de Legendre. 

 

 

 

▌ Les fonctions caractéristiques de Massieu sont 

redécouvertes par Max Planck (1897) et ont été mises en 

avant que plus récemment par Herbert Callen (1960) et 

Roger Balian 

Joseph Louis 
François Bertrand 

Max Planck Herbert Callen 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

François Jacques Dominique Massieu découvre la « fonction 
caractéristique » à Rennes 

▌ Publications de François Massieu  
tiquecaractérisFonction  :  Entropie, :

Legendre) (Tr.  .
1

.
1








S

U

T
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

François Massieu: idée de la fonction caractéristique 

▌ Principales publications de François Massieu 

Massieu, F. Sur les Fonctions caractéristiques des divers fluides. Comptes Rendus 
de l’Académie des Sciences 1869, 69, 858–862. 

Massieu, F. Addition au précédent Mémoire sur les Fonctions caractéristiques. 
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences 1869, 69, 1057–1061. 

Massieu, F. Exposé des principes fondamentaux de la théorie mécanique de la 

chaleur (note destinée à servir d'introduction au Mémoire de l'auteur sur les 
fonctions caractéristiques des divers fluides et la théorie des vapeurs), 31 p., S.I. - 

s.n., 1873 

Massieu, F. Thermodynamique: Mémoire sur les Fonctions Caractéristiques des 

Divers Fluides et sur la Théorie des Vapeurs; Académie des Sciences: Paris, 
France, 1876; p. 92. 
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Diagrammes de Gibbs Diagrams sculpté par James Clerk Maxwell 
(1874) 
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Henri Poincaré découvre la fonction caractéristique de Massieu 

1908 

1912 
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Henri Poincaré introduit la fonction caractéristique en Probabilité 

▌ Fonction caractéristique en probabilité 

Henri Poincaré introduit la « fonction caractéristique » 
en probabilité dans son cours de 1912 (inspiré par 
l’idée de Massieu; les 2 sont reliées par un logarithme) 

Elle est introduite avec une transformée de Laplace 

 la fonction caractéristique d'une variable aléatoire 
réelle détermine de façon unique sa loi de 
probabilité. 

Les valeurs en zéro des dérivées successives de la 
fonction caractéristique permettent de calculer les 
moments de la variable aléatoire. 

la seconde fonction caractéristique qui en est la 

transformée logarithmique, est la fonction génératrice 
des cumulants. 

Les cumulants ont été définis en 1889 par l'astronome, 
mathématicien et actuaire danois Thorvald Nicolai 
Thiele (1838 - 1910). Thiele les appelle alors half-

invariants (demi-invariants). 
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Quantum Information Geometry of Roger Balian (1/3) 

▌                    mean values through two dual spaces  of observables       and 

of the states 

▌                                        Entropy in space of states 

▌ Entropy S cold be written as a scalar product                                                  

where                  is an element of space of observables, allowing a 

physical geometrical structure in these spaces.  

▌ The 2nd differential           is a non-negative quadratic form of coordinates 

of      induced by the concavity of the Von Neumann Entropy      .              

Roger Balian has introduced distance         btween state       and its 

neiborhood                  : 

▌ Where the Riemannian metric tensor is                 as function  of a set of 

independant coordinates of       .  

 ODTr ˆ ˆ

 )ˆlog(ˆ DDTrS 

)ˆlog(,ˆ DDS 
)ˆlog( D

Sd 2

SD̂
ds D̂

DdD ˆˆ   DdDdTrSdds ˆlog.ˆ22 

)ˆ(DS
D̂

D̂
Ô
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Quantum Information Geometry of Roger Balian (2/3) 

▌ It is possible to introduce the logarithm of a quantum characteristic 

function               : 

 

▌ Von Neumann Entropy       appears as Legendre transorm of              : 

 

▌ with 

▌ Where        and        are conjugate variable of the Legendre transform, 

making appear the algebraic/geometric duality between       and             . 

▌               characterizes canonical Thermodynamical equilibrium states with        

                      and where hamiltonian is          .  

XTrXF ˆexplog)ˆ( 

S

XDXFDS ˆ,ˆ)ˆ()ˆ( 
DDDDTrDS ˆlog,ˆˆlogˆ)ˆ( 

X̂ D̂
D̂logD̂

)ˆ(XF

HX ˆ.ˆ  Ĥ

)ˆ(XF
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XTr

X
D

ˆexp

ˆexpˆ 

Quantum Information Geometry of Roger Balian (3/3) 

▌                            with Maximum Entropy Gibbs Density: 

 

 

▌         are partial derivative of               with respect to coordinates of       .       

Is hermitian, normalised and  positifve and can be interpreted as a density 

matrix .   

▌ Legendre Transform appears with the following development: 

 

 

▌ Roger Balian has defined the dual Riemanian metric from      ,                      

in conjugate space      : 

▌ Normalisation of       implies                    and  

XdDTrdF ˆˆ

dF )ˆ(XF X̂ D̂

    
    XDXFDSDTr

XTrDTrXDTrXTrXDTrDDTrDS

ˆ,ˆˆ)ˆ(1ˆ

ˆexplog.ˆˆˆˆexplogˆˆˆlogˆ)ˆ(





Fdds 22 F
X̂ FdXdDTrddSds 222 ˆˆ 

D̂ 0ˆ DTrd 0ˆ2 DTrd



125 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La Structure fondamentale de la géométrie de l’information 
quantique de Roger Balian  

 )ˆlog(ˆ DDTrS 

 DdDdTrSdds ˆlog.ˆ22 

XTrXF ˆexplog)ˆ( 

XTr

X
D

ˆexp

ˆexpˆ 

XDXFDS ˆ,ˆ)ˆ()ˆ( 

Transformée de Legendre 

Entropie de von Neumann Fonction caractéristique 

Densité à Maximum d’Entropie 

Métrique de Balian de la géométrie de 

l’Information Quantique (1986) 
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Article de Roger Balian de 1986 



128 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Article de Roger Balian de 1986 
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Article de Roger Balian de 2014 
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Signification intuitive de la transformée de Legendre 

▌ Transformée de Legendre 

La transformée de Legendre transforme 

une fonction définie par sa valeur en un 

point en une fonction définie par sa 

tangente. 

se rencontre en thermodynamique et en 

mécanique lagrangienne 
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Géométrie classique 

(la courbe est représentée 

par un continuum de 

points) 

Géométrie de Plücker 

(la courbe est définie par 

l’enveloppe de ses 

tangentes) 

Transformée de Legendre est l’équivalent d’une transformée 

de Fourier pour les fonctions convexes (elle met en dualité) 
Brenier, Yann. Un algorithme rapide pour le calcul de transformées de 

Legendre-Fenchel discrètes, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 308 
(1989), no. 20, 587–589. 
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Transformée de Legendre, 1787 

▌ 1787, Adrien-Marie Legendre, 

“Mémoire sur l’intégration de quelques 

équations aux différences partielles”. 

Adrien-Marie Legendre a introduit la 

transformée de Legendre pour résoudre 

un problème de surface minimale posé 

par Gaspard Monge (Monge avait 

demandé à Legendre de consolider sa 

démonstration). 

Legendre précise “J’y suis parvenu 

simplement par un changement de 

variables qui peut être utile dans d’autres 

occasions”. 

 Legendre, A.M. Mémoire Sur L’intégration de Quelques 

Equations aux Différences Partielles; Mémoires de l’Académie 

des Sciences: Paris, France, 1787; pp. 309–351. 
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Interprétation géométrique de la transformée de Legendre: 
Polaire réciproque par rapport à un paraboloïde 

Darboux donne dans son livre une interprétation de Chasles : « Ce qui revient 

suivant une remarque de M. Chasles, à substituer à la surface sa polaire 

réciproque par rapport à un paraboloïde » 

Considérons la surface donnée par : 

Considérons l’équation du paraboloïde: 

Les coordonnées de la polaire réciproque par rapport au paraboloïde : 

Le plan polaire par rapport à ce paraboloïde de la polaire réciproque : 

 

    doit être égale au plan tangent de la surface au point :  

 

En égalant terme à terme, on obtient: 

 

    qui est la transformée de Legendre 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Pierre Duhem (1861-1916):  
Les équations générales de la thermodynamique 

▌ Publications de Pierre Duhem: 

Duhem, P. Sur les équations générales de la thermodynamique. In Annales scientifiques de 
l'École Normale Supérieure; Volume 8, pp. 231–266.  

Duhem, P. Commentaire aux principes de la Thermodynamique—Première partie. J. Math. 
Appl. 1892, 8, 269–330.  

Duhem, P. Commentaire aux principes de la Thermodynamique—Troisième partie. J. Math. 
Appl. 1894, 10, 207–286.  

Duhem, P. Les théories de la chaleur. Revue des deux Mondes 1895, 130, 851–868. 

 http://www.duhem2016.info/  

http://www.duhem2016.info/
http://www.duhem2016.info/
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌Pierre Duhem  et les potentiels thermodynamiques 

Duhem P., « Sur les équations générales de la Thermodynamique », Annales 

Scientifiques de l’Ecole Normale Supérieure, 3e série, tome VIII, p. 231, 1891 

- “Nous avons fait de la Dynamique un cas particulier de la Thermodynamique, une 

Science qui embrasse dans des principes communs tous les changements d’état des 

corps, aussi bien les changements de lieu que les changements de qualités physiques“ 

 

 

 

 

 

 

WTSEG  )(

Pierre Duhem: Equations générales de la Thermodynamique 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Pierre Duhem: Les équations générales de la thermodynamique 

Duhem développe une théorie 
générale et généralise la notion 

de « capacité calorifique » 

(Souriau va géométriser la 
notion de capacité). 

Les théories de Duhem et 
Souriau sont compatibles 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Pierre Duhem: Les équations générales de la thermodynamique 

P. DUHEM. Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Troisième Partie). 

Journal de mathématiques pures et appliquées 4e série, tome 10 (1894), p. 207-286. 



www.thalesgroup.com 
OPEN 

Gauge Model of Balian-
Valentin 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics 

▌ Entropy      is an extensive variable                         depending on                          

n independent extensive/conservative quantities characterizing the system 

▌ The n intensive variables      are defined as the partial derivatives: 

 

▌ Balian has introduced a non-vanishing gauge variable  which multiplies all 

the intensive variables, defining a new set of variables: 

▌ The 2n+1-dimensional space is thereby extended into a 2n+2-dimensional 

thermodynamic space       spanned by the variables                                                  

,where the physical system is associated with a n+1-dimensional manifold          

in     , parameterized for instance by the coordinates              and       .  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics 

▌ the contact structure  in 2n+1 dimension: 

▌ is embedded into a symplectic structure in 2n+2 dimension, with 1-form, as 

symplectization: 

▌  The n +1-dimensional thermodynamic manifolds      are characterized by      

:           . The 1-form induces then a symplectic structure on     : 

▌ The concavity of the entropy               ,     as function of the extensive 

variables,  expresses the stability of equilibrium states.  It entails the 

existence of a metric structure in the n-dimensional space      : 

 

▌ which defines a distance between two neighboring thermodynamic states:  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics 

▌ We can observe that this Gauge Theory of Thermodynamics is compatible 

with Souriau Lie Group Thermodynamics, where we have to consider the 

Souriau vector : 

                      

                         transformed in a new vector   
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ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

6) Approche de Jean-Marie 
Souriau: géométrisation de la 
physique statistique et théorie 
géométrique de la chaleur 

Lagrange-Souriau 2 form 

& Poincaré-Cartan 1 form 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Généalogie des Souriau: « Esprits raffinés » de la structure de 
l’esthétique, l’esthétique du mouvement & la structure du mouvement 

Maurice 

SOURIAU 

1856 – 1943 

Pierre -Alexandre 

SOURIAU 
1815 – 1898 

Paul Souriau 
ENS Ulm, Philosophe 

Etienne Souriau 
ENS Ulm, Philosophe, 1er 

agregation, Professeur à 
la Sorbonne 

ENS Ulm, 2nd à l’ 

agregation, Phycisien 

Maurice Souriau 
Histoire de la 
litérature,  
4 Prix de 
l’Académie 

Française 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Esthétisme des Souriau sur « structure du mouvement » à travers 3 
génération de Normaliens 

Paul Souriau 
ENS Ulm 1873 

Etienne Souriau 
ENS Ulm 1912 

Jean-Marie Souriau 
ENS Ulm 1942 

Souriau Esthetism on 

« Structure of motion » 

Esthétisme du Mouvement 

Structure de l’Esthétisme 
Structure du Mouvement 



144 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etienne Souriau & Gaston Bachelard at Sorbonne University 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Jean-Marie Souriau à Carthage de 1954 à 1958 
(Germination de « structure des systèmes dynamiques ») 

Institut des Hautes Etudes de Tunis, 8 rue de Rome  
Video : http://www.ina.fr/video/AFE01000164 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm 

http://www.springer.com/us/book/9780817636951  

▌ Introduction de la géométrie 

symplectique en Mécanique 

▌ Invention de l’application moment 

▌ Géométrisation du théorème de 

Noether 

▌ Théorème de décomposition 

barycentrique 

▌ La masse totale d’un système 

dynamique isolé est la classe de 

cohomologie du défaut 

d’équivariance de l’application 

moment 

▌ Thermodynamique des groupes 

de Lie (Chapitre IV) 

Le Livre de Souriau 

http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Idées de Lagrange redécouvertes par Jean-Marie Souriau 

Récriture équations de la mécanique classique dans l’espace des phases 

 

 

Souriau redécouvre que Lagrange avait considéré l’espace d’évolution: 

 

 

Un système dynamique est représenté par un feuilletage. Ce feuilletage est 

déterminé par un tenseur du 2nd ordre covariant antisymétrique       , appelé la 2 

forme de Lagrange (-Souriau), opérateur biliénaire sur les vecteur tangents de V 

 

 

 

Dans le modèle de Lagrange-Souriau,      est une 2-forme sur l’espace d’évolution 

V, et l’équation différentielle du mouvement               implique: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Espace des Mouvements de Lagrange-Souriau 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Exemple du groupe de Galilée  

▌ Cocycles symplectique du groupe de Galilée : V. Bargmann, Ann. Math. 

59, 1954, pp 1–46. 

▌ Groupe de Galilée et algèbre 

 

 

▌ Extension centrale de Bargmann : 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau 

▌ Modèle symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau  

L’idée de Lagrange a été de considérer qu’un état statistique est une mesure de 

probabilité sur la variété des mouvements  

Souriau étend la notion d’ensemble canonique de Gibbs à une variété 

symplectique homogène sur laquelle un groupe agit (groupes dynamiques de la 
physique).  

L’algèbre de Lie du groupe vérifie des relations de type cohomologique qui 

brisent la symétrie. Pour rétablir cette symétrie, Souriau introduit une température 

« géométrique » comme élément de l’algèbre de Lie, et une chaleur « 

géométrique » (moyenne de l’Energie qui est le moment de l’action 

hamiltonnienne du groupe) comme élément de son dual, permettant de 
remettre en dualité, via la transformée de Legendre, l’ Entropie « géométrique » 

et le logarithme de la fonction de partition (fonction caractéristique).  

La densité de Gibbs-Souriau (densité à Maximum d’Entropie) possède alors la 

propriété d’être covariante pour le groupe qui agit, et l’Entropie de Boltzmann « 
géométrique » associée est invariante pour tout symplectomorphisme.  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau 

▌ Modèle symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau  

Si on se restreint dans ce modèle au groupe des translations temporelles, on 

retrouve la théorie de la thermodynamique classique.  

Jean-Marie Souriau a appelé cette nouvelle structure élémentaire de la physique 

statistique « la thermodynamique des groupes de Lie » et précisa que « ces 

formules sont universelles, en ce sens qu’elles ne mettent pas en jeu la variété 

symplectique, mais seulement le groupe G, son cocycle symplectique et le 

couple de la température et de la chaleur (géométriques)».  

Souriau introduit enfin un tenseur symétrique à partir d’une 2-forme de l’algèbre 

de Lie (liée à la 2-forme de Kostant-Kirillov-Souriau et aux orbites coadjointes), qui 

fournit une structure riemannienne invariante par l’action du groupe.  

Nous avons observé que cette métrique est égale au hessien du logarithme de la 

fonction de partition (la fonction caractéristique) et correspond en conséquence 

à une généralisation de la métrique de Fisher. Or, comme la fonction 
caractéristique est linéaire par rapport à la température, son hessien, la métrique 

de Fisher reste inchangée sous l’action du groupe.   
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

La « Thermodynamique des groupes de Lie » de J.M. Souriau 

▌ Modèle symplectique de la Physique statistique de Jean-Marie Souriau  

Cette métrique, comme dérivée de la chaleur par la température, s’interprète 

également comme l’analogue d’une « capacité calorifique » au nouveau statut 
géométrique.  

De façon naturelle apparaît un invariant intégral de Poincaré-Cartan et une 

équation d’Euler-Poincaré associée, qui fournissent un cadre variationnel à cette 

thermodynamique.  

Dans le modèle affine de Souriau, comme dans celui de Jean-Louis Koszul, les 

structures fondamentales sont déduites de la représentation affine des groupes 

et algèbres de Lie.  

Le modèle de Souriau est compatible du modèle de gauge de Balian-Valentin 

de la thermodynamique.  

Souriau et Koszul furent deux élèves de Elie Cartan, qui influença profondément 

leurs travaux sur ces sujets. 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

▌ Algèbre et groupe de Lie et opérateurs adjoints 

Soit     un groupe de Lie et          espace tangent à     en l’élément neutre 

-        Représentation adjointe de  

                                                avec    

 

 

-         application tangente de           en l’élément neutre    de  

 

Pour                              avec   

 

 

- Courbe de                                tangent à                     :                                   
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Rappel sur la théorie des groupes de Lie 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Ensemble canonique de Gibbs sur une variété Symplectique 

▌ En mécanique statistique classique, un état est donné par la solution de 

l’équation de Liouville sur l’espace de phase.  

▌ Comme les variétés symplectiques  ont une mesure complétement 

continue, invariante par diffeomorphismse,  la mesure de Liouville     , tous 

les états statistiques seront donnés par le produit de la mesure de  Liouville 

par la fonction scalaire donnée par                         la fonction de densité 

généralisée  définie par: 

 l’énergie       (élément du dual de l’algèbre de Lie) 

La température (de planck) “géométrique”      (élément de l’algèbre de Lie)    

                le terme de normalisation 

▌ L’état d’équilibre de Gibbs est étendu aux variétés symplectiques 

associées aux groupes dynamiques.  

)(,)(  U
e
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Fonction caractéristique de Souriau 

▌ Soit un group      d’une variété     , la température (de Planck) géométrique                      

est un élément de l’algèbre de Lie     de      telle que les intégrales 

suivantes convergesnt dans un voisinage de     : 

            crochet de dualité entre     et 

       est dans densité de Liouville de  

▌ Théorème:  La fonction      est infiniment différentiable        dans       (le plus 

grand sous-ensemble propre ouvert  de    ) et ses nth dérivées pour           , 

l’intégrale tensorielle sont convergentes: 

▌ Pour chaque  temperature     , on peut associer une loi de probabilité sur 

avec la fonction de distribution : 

                    avec                                                                  et  

 L’ensemble de ces lois de probabilité est l’ensemble de Gibbs du groupe 

dynamique ,  est le Potentiel Thermodynamique  et              est la chaleur 

géométrique      
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Notion de Capacité géométrique = métrique de Fisher-Souriau 

▌ On peut observer que la chaleur géométrique      est       et fonction de la 

température géométrique    ,  élément de    : 

 

▌ Nous avons :                avec  

 

▌ Sa dérivée est un tenseur symétrique d’ordre 2: 

 

▌ Cette forme quadratique est positive, et définie positive pour            sauf si 

il existe un élément non nul          tel que                      (signifie que le 

moment     varie dans une sous-variété affine      ) 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Rupture de symétrie, représentation affine des groupes et algèbres 
de Lie, cocycle 
▌ Pour la thermodynamique classique, le groupe G (groupe de translation 

temporelle) laisse inchangé l’équilibre de Gibbs. 

▌ Ce n’est pas vrai dans le cas général: La symétrie est brisée. 

▌ Si on considère l’état de Gibbs, la loi de probabilité      , son image par                    

avec           est une loi de probabilité. 

▌ Pour calculer               , nous devons calculer              où      est l’application 

  

▌ Il existe une application                  telle que: 

 

▌       vérifie l’égalité, prouvant que c’est un     -cocycle du groupe 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Action du groupe de Lie sur la distribution 

▌ La distribution sous l’action du groupe de Lie est donnée par: 

 

 

▌ Si on a                , nous avons la contrainte: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Cocycle symplectique de l’algèbre de Lie 

▌ Nous avons précédemment onservé: 

▌               est appelé cocycle symplectique de l’algèbre de Lie      relié à 

l’application moment     par    

 

     est l’application linéaire de    vers la fonction différentielle sur     :   
 

Et l’application différentielle associée   , appelée application moment:  

 

▌                est une 2-forme de    et vérifie: 

 

▌ Définie par :  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Théorème fondamental: représentation affine des groupes et 
algèbres de Lie 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Métrique de Fisher-Souriau 

▌ On peut calculer l’image de la chaleur sous l’action du groupe de Lie: 

 

▌ Par dérivée tangentielle sur l’orbite sous la contrainte             et en utilisant 

la positivité               , on trouve:  

 

▌       est une 2-forme de     qui vérifie: 

 

▌ Alors, il existe un tenseur symétrique       défini sur 

 

▌ Avec l’invariance suivante:  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Métrique de Fisher-Souriau: métrique hessienne 

▌ Souriau a introduit la métrique Riemannienne: 

 

▌ Cette métrique est une extension de la métrique de Fisher, une métrique 

hessienne:  si on différencie la relation  

 

 

 

▌  La métrique de Fisher est une généralisation de “Capacité calorifique”: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Modèle de Souriau de la Thermodynamique des groupes de Lie 

Gibbs canonical
ensemble
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Universalité du modèle de Souriau de thermodynamique des 
groupes de Lie 

▌ Les équations de Souriau sont universelles 

▌ Ces formules sont universelles, en ce sens qu’elles ne mettent pas en jeu 

la variété symplectique, mais seulement: 

Le groupe 

Son cocycle symplectique 

La température géométrique     élément de l’algèbre de Lie 

La chaleur géométrique      élément du dual de l’algèbre de Lie 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Retour à la thermodynamique classique  

▌ Nous avons les relations générales 

 

 

 

▌ Pour la thermodynamique classique, il faut se restreindre au groupe des 

translation temporelle, et on retrouve alors la définition classique de 

l’Entropie de Clausius:  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

▌ Transformation Galiléenne: 

Group de Galilée: 

 

 

 

Algèbre de Lie associée:   

 

 

Action du groupe: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

Transformation de Galilée en position et en vitesse: 

 

 
 

 

Résultat de Souriau: cette action est hamiltonnienne, avec l’application J, défini sur 

l’espace d’évolution, à valeur dans le duale de l’algèbre de Lie g* de G, 
d’application moment: 

 

 

Formule de couplage:  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

▌ Démo de Souriau Demo pour l’application moment Galiléenne pour une 

particule libre  

Definition de l’application moment: 

Definition du champ de vecteur tangent:  

 
 

 

 

2 forme de Lagrange: 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

▌ Etat de Gibbs de Souriau pour les sous-groupe à 1 paramètre du groupe 

de Galilée 

Résultat de Souriau : Action du groupe de Galilée globale sur l’espace des 
mouvements d’un système mécanique isolé n’est relié à aucun état de Gibbs (le 

sous-ensemble ouvert de l’algèbre de Lie, associé à l’état de Gibbs, est vide) 

Le sous-groupe à 1 paramètre du groupe de Galilée généré par  , élément de 
l’algèbre de Lie, is the set of matrices 
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

▌ Un gaz dans une boite mobile 

Fixé le repère de référence euclidien affine de l’espace                     à           , si on 

fixe              , le repère mobile                                  vitesse et accélération est donné 

par le champ de vecteurs associés à       élément de l’algèbre de Lie. Chaque 

point a une vitesse de rotation             , vitesse          et accélération          .  

Considérons un gaz de N particules, indéxées par i ∈ {1,2, . . . ,N}, contenues dans 

une boite rigide, de parois indéformables, don’t l’action dans l’espace est donnée 

par l’action du sous-groupe à 1 paramètre du groupe de Galilée,            avec  t ∈ R. 

                        la masse, vecteurs position et vitesse, respectivement de la ième 

particule à l’instant t. 

Hypothèse: particules libres et on néglige les chocs des particules entre elles et 

avec la paroi: 

 
Invariance:               est invariant sous l’action du sous-groupe à 1 paramètre  
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Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

▌ Invariance de  

Si l’action du sous-groupe à 1 paramètre est 

D’après l’équation de Souriau:  
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Etats de Gibbs for des actions Hamiltoniennes de sous-groupes du 
groupe de Galilée 

Par changement de variable : 

 

 

On peut écrire: 
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La Thermodynamique de la crémière” (centrifugeuse) 

▌ Si on considère le cas de la centrifugeuse 
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Invariant intégral de Poincaré-Cartan pour la Thermod. de Souriau 

▌ Analogies entre les terme de la themodynamique des groupes de Lie de 

Souriau et la mécanique Hamiltonnienne: 

 

 

▌ On peu considérer une forme de Pfaff de Poincaré-Cartan(-Souriau) 

▌ Cette analogie fournie un invariant intégral de Poincaré-Cartan(-Souriau): 

                                                  transforms in  

▌ Pour cette thermodynamique, un principe variationnel : Le principe 

variationnel s’applique sur     , pour les variations                       , où               

est un chemin arbitraire qui s’annule aux points extrémités,                        : 

 

 









Qp

q 



















,.

)()(

)()(

QsLqpH

QspH

qL









































Q
q

L
p

Q

s

p

H

dt

dq
q





    dtdtsQdtsdtQdtHdqp ).(.,..,..  

 

ba CC

dtHdqpdtHdqp ....  

ba CC

dtdt ).().( 

g   ,  )(t

0)()(  ba 

  0.)(
1

0


t

t

dtt



www.thalesgroup.com 

ALEAE GEOMETRIA 
Géométrie du hasard 

Blaise Pascal 

7) Extension de la notion 
d’Entropie et des densités à 
maximum d’entropie 

Lagrange-Souriau 2 form 

& Poincaré-Cartan 1 form 



176 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Rappel de Souriau: La gaussienne (multivariée) est une densité à 
Maximum d’Entropie du 1er ordre 

▌ Loi gaussienne multivariée paramétrée par les moments 
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Densité de Gibbs et thermodynamique d’ordre supérieur 

▌ Travaux des physiciens polonais Ingarden and Jaworski 

Le modèle de gaz idéal peut être mis en défaut si le nombre de particules n’est pas assez 
grand (systèmes mesoscopiques), et si les interactions entre les particules ne sont pas assez 

faibles. Les hypothèses de Gibbs peuvent également être mise en défaut  si les interactions 
stochastiques avec l’environnement ne sont pas suffisamment faibles.  

Ingarden en 1992 et Jaworski en 1981 ont introduit le concept de température du 2nd ordre et 
de températures d’ordre supérieur, en supposant une fonction de distribution qui inclut non 

seulement l’information de la moyenne de l’énergie mais aussi les moments d’ordres supérieurs, 
en particulier le 2nd moment relié aux fluctuations.  

Ingarden proposa que si l’on sait mesurer le second  cumulant de l’énergie(la fluctuation de 
l’énergie), l’état d’équilibre n’est plus canonique, mais nécessite une seconde température 

d’ordre supérieure.  

Jaworski a montré que l’inférence du maximum d’entropy possède une certaine propriété de 
stabilité montront  par rapport à l’information correspondant aux moments d’ordre supérieur 
des quantités extensives. C’est un argument en faveur du principe de maximum d’entropie: 
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Exemple de densité à maximum d’entropie d’ordre supérieur (2/2) 

▌ 2ème exemple: variable sur R+ 

Maximum d’Entropie: 

 

 

Sous les contraintes des moments: 

 

 

Densité à maximum d’entropy:  
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Thermodynamique et densité de Gibbs d’ordre supérieur 

▌ Densité de Gibbs d’ordre supérieur 

Entropie: 

 

Potentiel de Massieu:                                                        avec 

 

Transformée de Legendre:   

 

Moments (chaleur) d’ordre supérieurs : 

 
 

Températures et capacité calorifique d’ordre supérieur: 
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LEGENDRE TRANSFORM FOURIER/LAPLACE TRANSFORM 

ENTROPY= 

LEGENDRE(- LOG[LAPLACE]) 

Preservation de la structure de Legendre pour ce modèle 
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Extension Poly-symplectique du modèle de Souriau 

▌Nous introduisons une extension poly-symplectique de la 

thermodynamique des groupes de Lie de Souriau basée sur le 

modèle d’ordre supérieur de la physique statistique de R.S. 
Ingarden.  

▌Ce modèle est utilisable pour l’analyse de petits jeux de données. 

▌Introduit par Christian Günther à partir d’un modèle n-symplectique, 

il a prouvé que la structure symplectique sur l’espace de phase est 

préservée, si on remplace la forme symplectique par une forme à 
valeur vectorielle, qu’il a appelé, polysymplectique: 

Gunther C., The polysymplectic Hamiltonian formalism in field theory and 

calculus of variations I: The local case, J. Differential Geom. n°25, pp. 23-

53, 1987 

 



182 

Th
is

 d
o

c
u

m
e

n
t 

m
a

y
 n

o
t 

b
e

 r
e

p
ro

d
u

c
e

d
, 
m

o
d

if
ie

d
, 

a
d

a
p

te
d

, 
p

u
b

lis
h

e
d

, 
tr

a
n

sl
a

te
d

, 
in

 a
n

y
 w

a
y
, 
in

 w
h

o
le

 o
r 

in
 

p
a

rt
 o

r 
d

is
c

lo
se

d
 t

o
 a

 t
h

ir
d

 p
a

rt
y
 w

it
h

o
u

t 
th

e
 p

rio
r 

w
ri
tt

e
n

 c
o

n
se

n
t 

o
f 

Th
a

le
s 

 -
  
©

 T
h

a
le

s 
 2

0
1

5
 A

ll 
ri
g

h
ts

 r
e

se
rv

e
d

. 

Groupe de Travail « Modélisation Quantique », 03/12/18 

Extension polysymplectique du modèle de Souriau 

Cette extension définie une action de G sur                    appelée  actions                            

n-coadjointe : 

 

 

 

Soit                            un poly-moment, élément de                    , on peut définir une 

orbite n-coadjointe                        au point      , pour laquelle la projection 

canonique:    
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Extension polysymplectique du modèle de Souriau 

Etandant l’approche de Souriau, l’équivariance du poly-moment est étudié pour  

    prouver qu’il y a une unique action a(.,.) du groupe de Lie      sur                    pour  

    qui l’application polymoment avec              et            : 
 

    qui vérifie :  
       

      avec                                                              et  

               est un 1-cocycle polysymplectique 

On peut aussi définir un 2-cocycle polysymplectique: 

 

 

Lamétrique de Souriau-Fisher poly-symplectic est donnée par : 
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Extension polysymplectique du modèle de Souriau 

Comparativement au modèle de Souriau, la chaleur polysymplectique est: 

 

 
 

 

 

Avec la fonction caractéristique:  

 

On étend le résultat de Souriau prouvant que                                              est  

    localement normalement convergent en posant                                    ,  

    une norme multi-linéaire et où                                    est un produit tensoriel.  

L’Entropie est définie par la transformée de Legendre de la fonction 

caractéristique: 
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Extension polysymplectique du modèle de Souriau 

La densité de Gibbs peut être étendue en fonction des températures 

géométriques d’ordre supérieur: 
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ Let       a vector space  of finite size,        its dual.             Duality braket with 

                              .        Positive Radon measure on     , Laplace transform is : 

 

▌ Transformation              defined on 

 

▌ Natural exponential families are given by: 

 

▌ Injective function (domian of means):  

▌ And the inverse function: 

▌ Covariance operator:   
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ Measure generetad by a familly      : 

 

▌ Let       an exponential family of        generated by        and 

   with                         automorphisms of       and               , then the familly  

                                                              is an exponential familly of       

    generated by  

▌ Definition:  An exponential familly      is invariant by a group      (affine 

group of     ), if                                    :  

  (the contrary could be false) 
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ Theorem (Casalis):  Let                      an exponential familly of      and         

   affine group of      , then       is invariant by      if and only: 

 

 

 

 

▌ When       is a linear subgroup,      is a character of       ,       could be 

obtained by the help of Cohomology of Lie groups . 
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ If we define action of       on       by: 

   we can verify that:  

▌  the action       is an inhomogeneous 1-cocycle:                , let the set of all  

    functions from         to     ,                     called inhomogenesous n-cochains,  

    then we can define the operators:  
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ Let                                                                                , with        inhomogneous  

    n-cocycles , the quotient                                                                   is the  

     Cohomology Group  of        with value in       . We have: 
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis 

▌ When the Cohomology Group                              then 

 

   Then if                     is an exponential familly invariant by      ,       verifies 

 

 

▌  For all compact Group,                            and we can express  
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Souriau 

▌ Souriau called the Mechanics deduced from his model:“Affine 

Mechanics” 

▌ Let G be a Lie group and E a finite-dimensional vector space. A map     

                                    can always  be written as: 

 

where the maps                                  and                          are determined by A. 

The map A is an affine representation of G in E. 

▌ The map                       is a one-cocycle of G with values in E, for the linear 

representation R; it means that      is a smooth map which satisfies,                             

for all                   :    
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Souriau 

▌ Let      be a Lie algebra and E a finite-dimensional vector space. A linear 

map                               always can be written as: 

 

▌ where the linear maps                            and                       are determined by 

a. The map a is an affine representation of G in E.  

▌ The linear map                      is a one-cocycle of G with values in E, for the 

linear representation r; it means that       satisfies, for all                    : 

 

▌      is called the one-cocycle of      associated to the affine representation a. 

▌ the associated cocycle                     is related to the one-cocycle                       

by: 
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Equivariance of Souriau Moment Map 

▌ There exists a unique affine action      such that the linear part is a 

coadjoint representation: 

 

 

   with  

▌ that induce equivariance of moment       . 
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Action of Lie Group on a Symplectic Manifold 

▌ Let                                  be an action of Lie Group G on differentiable 

manifold M, the fundamental field associated to an element      of Lie 

algebra       of group G is the vectors field         on M: 

                                                with                                               and 

 

▌        is Hamiltonian on a symplectic manifold       , if       is symplectic and if 

for all              , the fundamental field         is globally Hamiltonian. 

▌ There is a unique action a of the Lie group       on the dual      of its Lie 

algebra for which the moment map      is equivariant, that means satisfies 

for each               :  
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Koszul 

▌ Let        be a convex domain in       containing no complete straight lines, 

and an associated convex cone                                                                               

Then there exists an affine embedding: 

 

▌ If we consider      the group of homomorphism of                 into                        

given by: 

 

▌ and associated affine representation of Lie Algebra: 

▌ with                the group of all affine transformations of         . We have         

                                     and the pair            of the homomorphism                            

                                        and the map                             is equivariant. 
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Koszul 

▌ Let       a connex Lie Group and       a real or complex vector space of 

finite dimension, Koszul has introduced an affine representation of       in   

such that the following is an affine transformation: 

 

▌ We set              the set of all affine transformations of a vector space       , a 

Lie Group called affine transformation group of      . The set               of all 

regular linear transformations of       , a subgroup of            . 

▌ We define a linear representation from      to               : 

 

▌ and an application from      to      : 

▌ Then we have                   : 
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Koszul 

▌ On the contrary, if an application       from      to      and a linear 

representation      from       to                verify previous equation, then we 

can define an affine representation of       in      , written            : 

 

▌ The condition                                               is equivalent to requiring the 

following mapping to be an homomorphism: 

▌ We write       the linear representation of Lie algebra      of     , defined by   

and      the restriction to      of the differential to      (     and      the 

differential of    and      respectively), Koszul has proved that: 
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Affine representation of Lie group and Lie algebra by Koszul 

▌ Conversely, if we assume that       admits an affine representation                   

on     , using an affine coordinate system                     on       , we can 

express an affine mapping                                       by an                           

matrix representation: 

 

▌ where             is a            matrix and              is a      row vector. 

▌ If we denote                          , we write          the linear Lie subgroup of     

                           generated by         . An element of                 is expressed by: 
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Affine representation of Lie Group and Lie Algebra 
by Souriau and Koszul 
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Que faut-il retenir après avoir tout oublié 

▌ La découverte de la borne inférieure sur la variance de tout estimateur est à attribuer à Maurice Fréchet lors de 

l’hiver 1939 (cours de l’IHP), 6 ans avant Rao. Borne que nous appellerons dorénavant Borne de Fréchet. 

▌ L’article séminale de 1943 n’introduit pas seulement la borne de Fréchet, mais l’étude des densités distinguées, 

densités dont les paramètres atteignent cette borne. Fréchet montre que ces densités sont forcément des densités 

exponentielles. 

▌ Fréchet remarque que la matrice de Fisher est égale au hessien d’une fonction intervenant dans son équation de 

Clairaut. Cette fonction c’est le logarithme de la fonction de partition (c’est la fonction caractéristique de François 

Massieu). 

▌ Fréchet montre que ces densités distingués sont définies par l’intermédiaire de l’Equation de Clairaut(-Legendre), 

qui met en dualité 2 fonctions (entropie et fonction caractéristique). 

▌ Les structures des densités distinguées et l’équation de Clairaut-Fréchet sont les structures fondamentales de la 

Géométrie de l’Information, basée sur la géométrie hessienne de J.L. Koszul 

▌ Jean-Marie Souriau a généralisé cette structure dans le cas d’une variété homogène en introduisant une 

« Thermodynamique des groupes de Lie ». La Densité de Gibbs est covariante et la métrique est invariante sous 

l’action du groupe. La métrique de Fisher est lié à la 2-forme de Souriau-Kostant-Kirillov. 

 

Devant une bonne choucroute au jambon, ils oublièrent le pudding de graisse de phoque farci aux 
myrtilles ! — (Jean-Baptiste Charcot, Dans la mer du Groenland, 1928) 
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Que faut-il retenir après avoir tout oublié 

▌ On peut étendre les probabilités et les statistiques dans les espaces abstraits grâce au travaux de 
Maurice Fréchet (centralité = barycentre géodésique) 

▌ Pour faire des probabilités/statistiques sur des mesures de l’expérience dans les espaces 
métriques, la métrique de Fisher (celle associée à la borne de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao) est 
la plus naturelle (invariance par reparamétrisation): métrique = Hessien de l’Entropie 

▌ Pour étendre la notion de lois gaussiennes, il faut pouvoir étendre la définition d’une densité à 
Maximum d’Entropie (de Gibbs) dans les espaces abstraits. Pour les espaces homogènes (sur 
lequel un groupe agit), les équations sont données par la Thermodynamique des groupes de Lie 
de Jean-Marie Souriau. 

▌ Les structures géométriques élémentaires de l’information de l’onde Electromagnétique sont 
codées dans  

 

Devant une bonne choucroute au jambon, ils oublièrent le pudding de graisse de phoque farci aux 
myrtilles ! — (Jean-Baptiste Charcot, Dans la mer du Groenland, 1928) 

111   nm SDDSR
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Le dernier mot à Souriau - Questions 

▌ « Il est évident que l’on ne peut définir de valeurs moyennes que sur des objets 

appartenant à un espace vectoriel (ou affine); donc - si bourbakiste que puisse 

sembler cette affirmation - que l’on n’observera et ne mesurera de valeurs moyennes 

que sur des grandeurs appartenant à un ensemble possédant physiquement une 

structure affine. Il est clair que cette structure est nécessairement unique sinon les 

valeurs moyennes ne seraient pas bien définies. » - J.M. Souriau 

▌ « Les différentes versions de la science mécanique peuvent se classer par la 

géométrie que chacune implique pour l’espace et le temps ; géométrie qui se 

détermine par le groupe de covariance de la théorie. Ainsi la mécanique 

newtonienne est covariante par le groupe de Galilée; la relativité restreinte par le 

groupe de Lorentz-Poincaré ; la relativité générale par le groupe « lisse »  (le groupe 

des difféomorphismes de l’espace-temps). Il existe cependant une partie des 

énoncés de la mécanique dont la covariance appartient à un quatrième groupe – 

rarement envisagé : le groupe affine.  … Comment se fait-il qu’un point de vue 

unitaire, (qui serait nécessairement une véritable Thermodynamique), ne soit pas 

encore venu couronner le tableau ? Mystère...» - J.M. Souriau 
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Joseph Fourier 250th birthday 

Special session: Fourier 250th Birthday: 

Geometric Theory of Thermodynamics 

MDPI ENTROPY Special Issue "Joseph Fourier 250th Birthday: 

Modern Fourier Analysis and Fourier Heat Equation in Information 

Sciences for the XXIst century“ 

Editors: Frédéric Barbaresco, Prof. Jean-Pierre Gazeau 

http://www.mdpi.com/journal/entropy/special_issues/fourier  

Fourier 250 French official website:  http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/   

http://www.mdpi.com/journal/entropy/special_issues/fourier
http://www.mdpi.com/journal/entropy/special_issues/fourier
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/
http://perso.ens-lyon.fr/patrick.flandrin/Fourier250/
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http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm 

http://www.springer.com/us/book/9780817636951  

Souriau Book in French and in English 

http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
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Reference Book: Libermann & Marle 

▌ Symplectic Geometry and Analytical 

Mechanics 

Paulette Libermann & Charles-Michel 
Marle  

▌ https://www.agnesscott.edu/lriddle/WOMEN
/abstracts/libermann_abstract.htm  

▌ Paulette Libermann, Legendre foliations on 

contact manifolds, Differential Geometry and 
Its Applications, n°1, pp.57-76, 1991 

▌ See also: 

Marle, C.-M. From Tools in Symplectic and Poisson 

Geometry to J.-M. Souriau’s Theories of Statistical 

Mechanics and Thermodynamics. Entropy 2016, 

18, 370.  

http://www.mdpi.com/1099-4300/18/10/370  

 

https://www.agnesscott.edu/lriddle/WOMEN/abstracts/libermann_abstract.htm
https://www.agnesscott.edu/lriddle/WOMEN/abstracts/libermann_abstract.htm
https://www.agnesscott.edu/lriddle/WOMEN/abstracts/libermann_abstract.htm
http://www.mdpi.com/1099-4300/18/10/370
http://www.mdpi.com/1099-4300/18/10/370
http://www.mdpi.com/1099-4300/18/10/370
http://www.mdpi.com/1099-4300/18/10/370
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Reference Book: de Saxcé & Vallée 

 

Galilean Mechanics and Thermodynamics 

of Continua 
Author(s): 

Géry de SaxcéClaude Vallée 
 
First published:8 January 2016 

Print ISBN:9781848216426 
Copyright © 2016 John Wiley & Sons, Inc. 
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.
1002/9781119057956 
 

 

https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.1002/9781119057956
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.1002/9781119057956
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.1002/9781119057956
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Thales Air Systems   Date 

Si on ajoute que la critique qui accoutume l’esprit, 

surtout en matière de faits, à recevoir de simples 

probabilités pour des preuves, est, par cet endroit, 

moins propre à le former, que ne le doit être la 

géométrie qui lui fait contracter l’habitude de 

n’acquiescer qu’à l’évidence; nous répliquerons qu’à la 

rigueur on pourrait conclure de cette différence même, 

que la critique donne, au contraire, plus d’exercice à 

l’esprit que la géométrie: parce que l’évidence, qui est 

une et absolue, le fixe au premier aspect sans lui 

laisser ni la liberté de douter, ni le mérite de choisir; au 

lieu que les probabilités étant susceptibles du plus et 

du moins, il faut, pour se mettre en état de prendre un 

parti, les comparer ensemble, les discuter et les peser. 

Un genre d’étude qui rompt, pour ainsi dire, l’esprit à 

cette opération, est certainement d’un usage plus 

étendu que celui où tout est soumis à l’évidence; 

parce que les occasions de se déterminer sur des 

vraisemblances ou probabilités, sont plus fréquentes 

que celles qui exigent qu’on procède par 

démonstrations: pourquoi ne dirions –nous pas que 

souvent elles tiennent aussi à des objets beaucoup 

plus importants ?  

Joseph de Maistre 

Finesse et géométrie dans le style raffiné de Joseph de Maistre et de 
Erick Kähler 

Pour la théorie de la connaissance mais aussi pour les sciences est 
fondamentale la notion de perspective. 
Or, les expériences faites dans la géométrie algébriques, dans la 
théorie des nombres, et dans l’algèbre abstraite m’induisent à 
tenter une formulation mathématique de cette notion pour 

surmonter ainsi au moyen de raisonnements d’origine géométrique 
la géométrie. Il me semble en effet, que la tendance vers 
l’abstraction observée dans les mathématiques d’aujourd’hui, loin 
d’être l’ennemi de l’intuition ait le sens profond de quitter l’intuition 
pour la faire renaitre dans une alliance entre « esprit de géométrie » 
et « esprit de finesse », alliance rendue possible par les réserves 

énormes des mathématiques pures dont Pascal et Goethe ne 
pouvaient pas encore se douter. 
Erich Kähler – Sur la théorie des corps purement algébriques, 1952 


