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Dilemme du prisonnier

Deux joueurs a, b
Deux choix possibles : coopérer / trahir
Gains de a et b donnés par deux matrices A et B
qui dépendent des cas de figure

a et b coopeérent a et b gagnent +1
a coopere et b trahit a perd 1 et b gagne 42
a trahit et b coopére a gagne +2 et b perd 1
a et b trahissent aet brestent a 0
. . 1 -1

matrice A des gains de a : A= (2 0 )

matrice B des gains de b : B = (_11 (2)>
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Théorie des jeux

John Von Neumann (1903 - 1957)  Oskar Morgenstern (1902 - 1977)

Theory of Games and Economic Behavior
Princeton University Press, 1944.

John Forbes Nash (né en 1928)
Théoreme d'existence d'un équilibre (1950)
Prix Nobel d'économie en 1994
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Théorie des jeux (i)

La théorie autorise de jouer
une certaine proportion de “coopere” et de “trahit”
Ainsi a joue x  avec x = (x1, x2) € S,
52 = {(Xl, X2), 0< X1, X2 < 1, X1+ Xo = 1}
b joue y avecy = (y1, y2) € S

Le gain de a s’écrit (x, Ay), le gain de b vaut (x, By).

Jeu non coopératif :
le premier joueur a adopte la stratégie suivante :
si b joue y, le joueur a joue x de facon a maximiser son gain :
(x, Ay) > (z, Ay), Vze S
De méme, le second joueur b adopte une stratégie analogue :
si a joue x, le joueur b joue y de fagon a maximiser son gain :
(x, By) > (x, B0), Vo eS
Nash (1950) : il existe au moins une situation d'équilibre
ou les deux conditions précédentes sont simultanément réalisées.
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Théorie des jeux (iif)

Le joueur a maximise son gain

(x, Ay) > (z, Ay), Vze S
Le joueur b maximise son gain

(x, By) > (x, B0), Vo eS

Multiplicateurs de Lagrange (1788), Kuhn - Tucker (1950) :
il existe des nombres A\ et u de sorte que
xi[(Ay)i = A] =0, 1<i<2
y[(B'x); —ul =0, 1<j<2

Le multiplicateur est exactement égal au gain correspondant :
A=(x, Ay), n=(x,By)

L'équilibre de Nash pour le dilemme du prisonnier est donné par
la trahison des deux joueurs : x=y=(0,1).
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Multiplicateurs...

Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813)
Mécanique analytique (1787)

Harold Kuhn (né en 1925) et Albert Tucker (1905 - 1995)
Contributions to the Theory of Games (1950)
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Dynamique évolutionnaire

Martin Nowak - Robert May (1992),
Martin Nowak - Karl Sigmund (2004)
former une dynamique a partir d’un jeu donné :
I"évolution au cours du temps est donnée par une quantité
nulle a I'optimum,
cest a dire x; [(Ay)i — (x, Ay)] ety [(Bx); — (BYx, y)]

Dynamique évolutionnaire :

dx; .
y‘ 8
a W[ - By, 1<

Une telle dynamique respecte les conditions x € S, et y € Sy,
c'est a dire xi(t)+x(t) =1, »n(t)+y(t)=1.
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Dynamique évolutionnaire (if)

On peut réduire la taille du systéme, suite a la remarque que
x1(t) +x(t) =1, y(t)+y(t)=1.

Onpose x(t) = (§,1-¢€), y(t) = (n 1-n)
Le systeme de quatre équations de la page précédente devient

de _ dn L) =
T He-9=0  —+n(l-n=0

Les quatre points de (confiance, confiance),
(confiance, trahison), (trahison, confiance), (trahison, trahison)
sont des points stationnaires de la dynamique ci-dessus.
Seul I'équilibre de Nash (double trahison) est stable.

La dynamique de la confiance (Jean-Frangois Guyonnet, UTC)
est instable dans ce modele !
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